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ANWENDUNGSAUFABEN ZUR ANALYSIS
Moglichkeiten und Probleme

Heinrich Birger und Andrea Blauensteiner

Im Rahmen einer Diplomarbeit wurde eine grolBe Zahl von
Aufgaben zur Anwendung der Differential- und Integral-
rechnung in verschiedenen Sachgebieten zusammengestellt.
Davon werden hier 7 Aufgaben aus der Physik, aus der Wirt-
schaft und zum Populationswachstum vorgestellt und
verschiedene Probleme, die sich mit deren Einsatz im

Unterricht verbinden, untersucht.

Yorbemerkungen zZu Anwendungen im Mathematikunterricht

2
Setzt man in die Formel fur die kinetische Energie, E = mx »

e

spezielle Werte ein, etwa m = 1000 kg und v = 30 m/sec

(108 km/h), dann erhalt man E = 450 000 Joule. Mit dieser
Zahl verbindet man jedoch kaum Vorstellungen. Erst durch
Vergleich mit anderen Zahlen und insbesondere durch
Untersuchungen iber die Auswirkung von Anderungen einzelner
Groflen auf andere erhidlt man wesentliche Aussagen aus dieser
Formel. So zeigt die Aussage, dal E zu v2 direkt proportional
ist, daB also etwa eine 3fache Geschwindigkeit eine %?fache
kinetische Energie bewirkt, die schwerwiegenden Auswirkungen

von Geschindigkeitserhohungen auf.

Wenn sich also Schitller mit mathematischen Anwendungen
verstandnisvoll auseinandersetzen sollen, sind Fahigkeiten

im Umgang mit Formeln Yoraussetzung. Schiler sollen daher
Formeln nicht nur zum Berechnen numerischer Werte, sondern
vor allem zum Beschreiben von funktionalen Beziehungen, wie
etwa Proportionalitiat oder exponentielles Wachstum, verwenden
kénnen. Ebenso sollen sie umgekehrt aus Formeln funktionale
feziehungen herauslesen kinnen. Entsprechende Forderungen
sind im Lehrplan der 3.Klasse der Gymnasien enthalten und
bereits in der l.Klasse sollen die Schiiler lernen,

Sachverhalte durch einfache Formelin zu beschreiben.
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Fiir das Bearbeiten von Problemen aus auflermathematischen
Bereichen ist unerlapglich, daff die Schiler mit der jeweiligen
Sachsituation verraut sind. Dabei kann entsprechendes

Wissen aus anderen Unterrichtsgegenstianden meist nicht
srwartet werden kann. Vialmehr mufl dizses Wissen im
Mathematikunterricht zumindest wiederholt werden und es
missen geeignete Vorstellungen vermittelt werden.
Wiinschenawert ware, mehrere Aufgaben zum gle=ichen Sachgebiet,
zu stellen. Abgesehen von trivialen Variationen ist dies aber

nicht immer méglich.

Zur Auswahl und Prisentation der Aufgaben

Die in der Diplomarbeit vorgestellten Anwendungsaufgaben zur
Analysis, die einschliefllich der Lisungen 735 Seiten fullen,
sind einer Reihe von Unterrichtsvorschlagen in der Literatur
entnommen. Die Aufgaben wurden teils neu formuliert und in
Teilaufgaben zerlegt, um eine miglichst hohe Selbsttatigkeit
der Schiiler zu ermiéglichen. Den Aufgaben wurden auch

Sacherklarungen hinzugefiigt.

Die Auswahl von passenden Unterrichtsaufgaben unterliegt
verschiedenen Einschrankungen, zu denen die zumutbaren
mathematischen Anforderungen, die nitigen Sachkenntnisse und
die Bearbeitungszeit - nicht iiber eine Unterrichtsstunde -
zdahlen. Probleme bereitet das Auffinden von Aufgaben fir

Priufungen.

Bei den meisten in der Literatur =2nthaltenen Aufgaben zur
Analysis waren die mathematischen Modelle als Formeln
vorgegeben. Ein Eingeben auf Modellbildungen in der Analysis

wird vielfach 2inen Projektunterricht erfordern.

Iun den Anwendungsaufgaben aus der Analysis ist zu bemerken,
dal die im Unterricht eine groRe Rolle spielenden Extremwert-
aufgaben nicht alliu hdaufig auftreten, Extrzmwertaufgaben mit
Nebenbedingungen scheinen fast gar nicht auf. Hingegen sind
haufig Monotonieuntersuchungen nitig, aus denen sich

Extremstellen unmittelbar ergeben.

PRRTR R —
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Gravitationskraft

Aufqgabe:

Zweli punktférmige Kérper K, und K, Kq
mit der gleichen Masse m haben N
voneinander den Abstand 2d. Auf der VA BN
Mittelsenkrechten von KK, befindet // \\
sich im Abstand a ein dritter punkt- ! a \

. .. /
formiger Kirper K; der Masse M. / \

a) Welche Gravitationskraft wird / \
von K, und K, auf K; ausgeubt?
Welche Richtung und GriBe hat 1 K2

diese Kraft? Fig. 1

b) Driicke diese Kraft in Abhangigkeit von a aus!

c) Kann man den Abstand a so wahlen, daB der Betrag dieser

Kraft maximal wird? Falls ja, dann berechne dieses Maximum.

[DZEWAS/KLIEM/KLINK/PFETZER 1980, S. 100-1023]

Informationen:

Kraft ist eine gerichtete GrépBe. Sie beschreibt die Ursache
von Verformungen und Bewegungen bzw. Bewegungsanderungen. Man
stellt Krafte vektoriell dar, um sowohl GrioRBe auch als auch

Richtung einer Kraft zu beschreiben.

Gravitationskrafte werden durch die gegenseitige Anziehung
von Materie bewirkt. Die Gravitationskraft zwischen zwei
Kérpern mit den Massen m; und m, und dem Abstand r betragt:
F = Gg-Ta M2
2

r
Dabei ist G eine Konstante (Gravitationskonstante).

Lisung:

a) Die zwischen K; und K; wirkende Kraft hat ebenso wie die
zwischen K, und K3 wirkende Kraft den Betrag:
m-M

2
r

F, = F, = G-

Dabei ist r? = K1K32= a’+d” (nach Fig. 1).
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Daraus folgt: Ke
m-M

2. .2
a +d ol

F, = B

Die von K, und K, auf K; ausgeiibte

resultierende Kraft hat die r a
Richtung der Mittelsenkrechten von F, F,
von K K, und den Betrag: //\ ,\\
\ ’
. A z
F=2F,-cos o« = 2:6G* m: M ‘Cos o -1"_"'\“""'“/"""}
2, 2 Ky \ / 2
a +d \ /
\ /
b) Wegen cos o = 2 gilt: \ ’
r \\ I/
Wy F
F = 2 G ?”2. a / Fig. 2
a +d /a2+d2
a

F=2-6-m M

Y(az+d2)?

c) Uberlegungen zur Existenz eines Maximums von F:

- a sehr grof3 » Gravitationskrdfte sehr klein, F » 0

- a = 0 % Gravitationskrafte an K; im Gleichgewicht, F = 0
Es ist daher zu vermuten, daBl es einen Abstand a mit O<a<w
gibt, fiir den die Gravitationskraft auf K, maximal ist.

Da F(a)=20 fir alle a ist, kann F?(a) untersucht werden:
2

F2ta) = (26mM)% — 2 (a20)
(a2+d2)?
2
F29 (@) = (26m?. 23 (d—2a®)
(a2+d2)*
2, . . d
F°(a) = 0 & a=0wv a= §-¥§
F*(a) >0 @ a < g-fﬁ + F° und F streng monoton steigend
Fir 0 s a < 3./3
F°%(a) < 0O @« a > %-f? + Fund F streng monoton fallend
Fur a 2 g-vz

Somit ist F fir a = maximal.

rJ[cx
N
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Maximale Energieubertragung

Aufgabe:

Bei der Spaltung von Uranatomen entstehen sehr schnelle

Neutronen, die in einem Reaktor die Kernspaltung aufrecht

erhalten sollen. Dazu missen die Neutronen (Masse M,

Geschwindigkeit V) erst abgebremst werden. Das geschieht

durch elastische Stope an ruhenden Kernen mit der Masse m,
2mM> V*

wobei die Energie E = ———— von dem stoflenden auf den

(m+M) 2
gestofenen Koérper ubertragen wird.

Wie groBl muB} man die Masse des gestoBenen Kirpers wahlen,
damit der stoBende Kiérper moglichst viel Energie verliert?
Wie grof ist dann die Restenergie?
[DZEWAS/KLIEM/KLINK/PFETZER 1980, 5. 107]

Losung:

E’(m) = 2 zv?--—lfi%;
{m+M)

E’(m) = 0 & m=M
E°(m) >0 e m<M =» E ist streng monoton steigend fur m<M
E°(m) < O & m>M = E ist streng monoton fallend fur m>M

Somit ist M eine globales Maximum fur E.
Das bedeutet physikalisch, daB ein Neutron an ein Teilchen mit
gleicher Masse die meiste Energie beim StoRl abgibt und daher

ein Teilchen gleicher Masse die beste Abbremsung erzeugt.

Die an bremsende Teilchen abgegebene Energie ist dann

2
E == X . die Restenergie des Neutrons ist O.
L
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Lagerkosten

Aufgabe

Ein Hersteller verschiedener Produkte kann in einem Jahr

mit einem zeitlich gleichmiBig verteiltem Absatz von B Stuck
eines bestimmten Gutes r=2chnen. Dazu moiochte er die
Gesamtproduktion dieses Gutes in mehrere Teilproduktionen
von gleicher Stiickzahl aufteilen. Wieviel Stick mul jede
Teilproduktion enthalten, wenn die Kosten minimal sein

sollen?

Fiir die Berechnung von Kosten sind folgende Zahlen von

Bedeutung:

F ... Umristungskosten fir die Umstellung von Maschinen auf

eine neue Produktion

Produktionskosten pro Stick

% ... Zahl der Sticke, die bei einer Teilproduktion
hergestellt werden

L ... Lagerkosten pro Stiick und pro Jahr

t ... durchschnittliche Lagerdauer fir die in einer

Produktionseinheit erzeugten Sticke

a) Stelle eine Formel auf, die die Summe der Kosten aus

Umristung, Produktion von x Stiick und deren Lagerung angibt.

b) Die durchschnittliche Lagerdauer t fir die Produkte =iner
Einheit hingt vom Verhdltnis x:B ab. Gib eine Formel fir
diese Abhangigkesit an, wenn gleichmaBiger Absatz voraus-—

nesetzt wird.
c) Ermittle, fir welche Zahl % alle auflaufenden Kosten fir

ain Stick minimal sind. In welchen Zeitabstanden missen in

dizsem Fall die Teilproduktionen angesetzt werden?

4) Untersuche die Annahmen und das Ergebnis dieser Rechnung
kritisch. Ist der Einsatz der Differentialrechnung gerscht-

FaRrtigt?

LFAY 1972, 5. 79-811
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Liésung:

a) Summe aller Kosten fir x Stick:
Ki{x) = F + x-kp + x-t-L

b) Bei gleichmaBigem Absatz entfallt auf 1 Stick der

Jahresbruchteil %, auf x Stick der Jahresbruchteil %.
Die durchschnittliche Lagerdauer erhdlt man als Mittelwert:
_ S %
t=——=%—"75

c) Mit diesem Wert fiur t ergibt sich fir die Summe aller
Kosten »x Stuck:

b
2B

Summe aller Kosten fur ein Stuck unter der Voraussetzung, daf}

Ki{x) = F + x-kp + x- L

® Stick produziert werden:

K _F k. 4 x-
X X p

NI r
w

k(x) =

Ermittlung des Minimums:

. F L
k?{(x) = "'—2 :.,:,'-ﬁ
X
ko) =0 e x =7
k?(x) < 0 @& x < ﬁ§5 + k streng monoton fallend
k?{x) >0 & x > :EE » k streng monoton steigend

Minimale Kosten fiur ein Stick entstehen, wenn bei jeder Teil-

-y
produktion :EE Stick produziert werden. Die Intervalle

zwischen dem Beginn aufeinanderfolgender Produktionen im

Falle minimaler Kosten ist jener Teil eines Jahres, der

Moo o /3BF  _ J2F .
durch _m%n = - :B = B gegeben ist.

d) Beispielsweise seien angefihrt:

Die Annahme gleichmdBigen Absatzes kann bestenfalls

naherungsweise erfillt werden. Die Zahl T ﬁgﬁ wird zumeist

nicht ganzzahlig sein.




Der Einsatz der Differentialrechnung ist nur bedingt gerecht-
fertigt, weil die Funktion k nur flar patirliche Zahlen
definiert ist. Eine solche Funktion ist nicht differenzierbar.
Allerdings ist die reelle Fortsetzung dieser Funktion, die
durch den gleichen Term dargestellt werden kann, differen-
zierbar. Diese Fortsetzung hat im wesentlichen das gleiche
Monotonieverhalten wie2 die urspriingliche Funktion.

Mindestens sine der beiden aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen, die die gefundene Minimumstelle der reellen Funktion
eingrenzen, ist eine Minimumstelle der ursprunglichen

Funktion.

Abhnliche Aufgaben in FAY 19272 und in DZEWAS/KLIEM/KLINK/
FETZER 1980.

Lohnkostenminimi erung

Aufgabe:

Die Materialausgabe eines Betriebes wird stindlich von
durchschnittlich a Arbeitern aufgesucht. Die Anzahl der

in der Materialausgabe Beschaftigten sei b. Jener Bruchteil
einer Stunde, in dem 2in Arbeiter im Mittel bei der

Materialausgabe abgefertigt wird, werde mit k bezeichnet.

Wenn in der Materialausgabe nur 1 Beschaftigter tatig ware,
wirde die Abfertigungszeit Fflr a Arbeiter a-k Stunden
betragen. Wenn in der Materialausgabe b Personen beschaftigt
sind, ist die Abfertigungszeit fiir a Arbeiter t = k-%.

1) Der durchschnittliche Stundenlohn eines Arbeiters sei g,
Jer antspra=chende Lohn =ines Beschaftigten in der Matzrial-
ausgabe p,. Stelle 2ine ~ormel Fir die gesamt2n Lohnkostaen
auf, die in Jder faterialausgabestelle durch die Anwesanheit

dar Arbeiter und der dort Beschiaftigten sntstehen.

2) Wiz grol auld Jdie Anzahl der Heschiaftigten in der Ausgabe-—
stalle ngawdhlt werden, damit die 2ntstehenden Lohnkostesn

insgesant ainimal werden? Wi2 hoch sind diesa Kostan dann?

[DZEWAS/KLIEM/KLINK/PFETZER 1980, 3. 1101
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Lisung:
a) Lohnkosten: L = a'pg't + b'p, = a-pa~k-§— + brpy
b) Minimum der Lohnkosten in Abhdngigkeit von b:
2
L(b) = E__%a“h + b p,
a’-p,-k
L> () = - 2-Pa’Z 4 p
b

L>(b) =0 e b= a-

oa
[+
x

L (b) < ‘k = L streng monoton fallend

<
$
=3
~
v
)

L’(h) >0 e b -k = L streng monoton steigend

~
D
7

Falls die Zahl der Lagerarbeiter (ungefihr) a- gl-k ist,
b

sind die Lohnkosten minimal. In diesem Fall betragen

die Lohnkosten a- gﬂ-k- (patpPy) -
b .

Zur Modellbildung

Bei 25 Arbeitetrn, die pro Stunde 240 S Kosten verursachen und
im Mittel in & Minuten abgefertigt werden kinnen, sowie
Beschaftigten in der Materialsausgabe, die Kosten von 180 S
pro Stunde verursachen, antstehen auf Grund der obigen
Berechnungen die geringsten Gesamtkosten bei 7 Beschaftigten
in der Materialausqgabe. Dieses Ergebnis scheint nicht
realistisch tu sein, da damit =2ia lLagerarbeiter in ainer
Stunde nicht 2imnmal 3 Arbeiter betreouen aluflte und daher
azniqger als 13 Minutan arbziten mufte. Dazu ist :u bemerken,
dal in dem vorgegebenen Modell nur die Z=2it zur Abfertiqung
der Arbeiter, aber ke2ine Wartezeiten bericksichtigt wurden.
MNimmt man an, dai} dizse Zeiten im Mittel sbenso lang sind wie
die Abfertiqungszeiten, dann ergibt sich, dal minimale. Kosten

bei 5 Beschaftigten in der Materialausgabe antstehen.
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Exponentielles Wachstum

Im folgenden wird die Entwicklung der Grofe P einer
Population, die sowohl Zuflisse (z.B. durch Geburten) als
auch Abflisse (z.B. durch Sterbefalle) hat. Dazu werden

folgende Bezeichnungen eingefuhrt:

P(t) ... GroRe der Population zum Zsitpunkt t
PZ(t,t+At) ... Populationszunahme im Zzitintervall [t,t+Al
PA(t,t+At) ... Populationsabnabme im Zeitintervall [t,t+Al

Aufgabe a

Die Populationszunahme pro Zeiteinheit bezeichn=at man

als mittlere Zunahmerate der Population im Zeitintervall
(t,t+At]. Man erhalt sie durch Division der Zunahme im
Intervall durch die Linge des Intervalls.

Wir nehmen an, dap die mittlere Zunabmerate im Zeitintervall
[t,t+At] proportional zu P(t) ist.

Wir nehmen ebenso an, da auch die mittlere Abnahmerate im
Zeitintervall [t,t+At] proportional zu P(t) ist.

Driicke beide Sachverhalte durch je eine Gleichung aus.
(Hinweis: Vorausgeset:t wird, daB die Schiiller mit dem Begriff
der FProportionalitiat vertraut sind und wissen, da@l im Fall=a
der Proportionalitat der Grofe Y zur GroBe X gilk: Es gibt

genau eine Zahl k, sodafl fir alle einander entsprachenden
Werte von Y und X gilt: Y = k-X)

Losung

mittlere Zunahmerate: PZ(t,t+At)

At
Proportionalitit: Pz‘g;t+At’ = z-P(t)
mittler> Abnahmerat=: PA(§%t+At) = a-P(t)

Aufgabe b

P{rrAt) - {t) ist die iGesamtanderung der Population im
{ntervall [t,ttAt], zusammengesetzt aus Zu- und Abnahme.
@ige, dafl Fiir Jie mittlere Anderungsratz der Population P
Intervall [t,t+At]) gilt:

PL+AL)Y~-P (L)
At

i~

= {z—~a) -P({t) = k-P(L) mit k = z-a
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Lisung:

P(t+At)-P (L) _ PZ(t,t+At)—PA(L, t+Ab)

AT At = z.P(t)—a-P(t) = k-P(t)

Aufgabe c
Wie bezeichnet man den Grenzwert der mittleren Anderungsrate

fir At » 0? Wir nehmen an, dal} er existiert und zu P(t)

proportional ist. Beschreibe dies in einer Gleichung.

Losung
Differentialquotient: lim Ei%%éil = P*({t)

At»0
Proportionalitat: P?(t) = k-P(t)

Aufgabe d

Zeige, daB fur jede Funktion der Art P(t) = Po-t:_ak't mit
beliebigen reellen k und P, (sinnvollerweise Po>0) die
Gleichung P?(t) = k-P(t) gilt, daR also jede dieser
Funktionen eine "Ldsungsfunktion" dieser "Differential-
gleichung” ist. (Man kann zeigen, dapi jede Ldsungsfunktion

von P’ (t) = k-P(t) die Farm P(t) = Pg-e* ' hat.)

Losung
P(t) = Py-e > P’(t)'= k- Pg-e = k-P(t)

Aufgabe e
Was kann uber das Monotonieverhalten der Funktion P und damit

iiber das Wachstum der Population ausgesagt werden?

Liosung

P*(t) > O fir k>0 = P ist uberall streng monoton steigend,
4ie Population wachst standig

2T (L) < 0O fur k<0 » P ist idberall streng monoton fallend,
die Population nimmt stindig ab

Die Populationsgrile wird aber nicht 0, da P(t)>0 fur alle t.

Aufgabe f

Begriinde: Die Steigung der Funktion P nimmt fuir k>0 wnit
wachsendem t z2u, Fur %<0 ait wachsendem t ab.

) pety = k2-Fy-e"t > 0 Fiur alle t.

Somit ist P? und damit die Steigung streng monoton steigend.

Siir & > O bedeutet dies, daf das Wachstum der Population
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immer starker zunimmt. Die P(t)A
Population wachst unbegrenzt.

Fur kK < 0 ist P’< 0, die negative
Steigung wachst, wird also dem
Betrag nach kleiner. Die Population
nimmt standig aber immer weniger ab.
(Es gilt aber stets: P(t) > O.

Allerdings nadhert sich P unbe-

Po
grenzt der Zahl.)
Aufgabe g : g
Aufgabe Fig. 3
Zeichne unter Verwendung =2ines Computers Graphen von
Funktionen der Art P(t) = Pc,-ek'l fur verschiedenen Werte

von k und verschiedene Werte von P,. liehe Vergleiche und
und iiberlege Folgerungen fiir die Entwicklung einer

Population, die sich nach dieser GesetzmalBigkeit andert.

Wachstum mit Beschrinkung

Im folgenden wird die Entwicklung einer Population unter

folgenden Annahmen untersucht:

PZ(t,t+At)
At
proportional zur Populationsgrife P(t):

PZ(t,t+At)

ist weiterhin

Die mittlere Zunahmerate

At = z-P(t)
Die mittlere Abnahmerate PA(E;t+At) ist proportional zum
Quadrat von P(t):
PA(L, t+AL) 2
At a-[P(t)]
Aufgabe a)

P(t+At) -P (L)
At

Zeige: = P{t)-Lz—a-P(t)] = a-P(t) -[K-P(t) 1,

wobei K = gesetzt wurde.

W

Losun

Plt+At)-P(t) PZ(t,t+AL)—PA(L, t+AL)
At At

= a-P(t) - [K-P(t)1, weil z=K-a

= z-P{t)-a-[(P()1* =
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Aufqgabe b)

Ermittle lim P(t+at) -P(t) unter der Annahme, dap P differen—

At-»0 At

-ierbar und daher auch stetig ist.

LLosung
lim P(t+AzL"P(t’ = Pr(t) = a-P(t) [K-P(t)]
At-+0

Aufgabe c)

Zeige: Die Funktion P(t) =

KP . . ..
- Q ist eine Losungs-
—-akKi

Pot(K-Py)-e
funktion der Differentialgleichung P’ (t) = a-P(t) - LK-P(t) 1.

Lisung

Durch Differenzieren von P erhalt man:

_ aK?Pg (K-Pg) -e” *K
(Py+(K-Pg)-e *¥")?

Durch Einsetzen von P(t) in die rechte Seite der

P (t)

Differentialgleichung erhalt man:
a-P(t)-IK-P(R)1 =

- a.[ KPqo _[ K — KPg ]] -
Po+ (K=Pg) - @ %" Pyt (K-Pg) e *¢

aKt

ak?P, (K-Py) - e’

P+ (K-Pg) e *Hh)?

dufgabe d)

Beweise: Ist P,<K, dann ist P(t)<K fiir alle teR* und
lim P(t) = K.

tarw
Losung
- < [~ W
Pt (K-Py) @™ 3 Py s P(E) = i S A
Pyt (K—Pg) -2~ o
lim = ' = 0 » lim P(t) = lim L R
Lo t-»>o0 tarm Py tiK-Py) -2 2 o

Aufgabe =2)

Es sei Py,4K. Was kann aus den Ableitungen P’ und P" bezuglich

der Entwicklung der Populationsgrife geschlossen werden?
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Losung
L2 . . -aKt
pr () = 2K Pg(K-Pg) e > 0 fiur alle teR*.
-akKt . 2

(P +(K-Py) -2 )

Die Population widchst standig. In d) wurde aber gezeigt, dap
die Populationsgrifle die Zahl K nicht Uberschreitet, das
Wwachstum ist also beschrdnkt. Die Populationsgrofie nabert

sich allerdings der Zahl K unbegrenzt.

POty = aZK2P, (K-Pg) - e~ *¥' (=P +(K-Pgre” *¥')
. -~akKt 3
((Po+(K—Pgyl-e )
. -akKt .
P"(t) » 0O & -Pot(K-Pyl)-e > 0
~akt P
P I
o e > R=Pg
- Eakt K-Pg
Po
o akt < 1n Ll
o
1 K-P
—_— —_—1
g t < 3F in o
Pr(t) < O @ t > —b-1n e
ak Po
P(YT
Wegen K> 1 ist 1n KFo >0
Po Po
1 . K-P K
und damit w = —-1n ——2 > O.
ak Po
Fur 0 < t < w nimmt das Wachstum
standig starker zu, fur tow
nimmt es immer weniger zu. Po- l
Im Graphen ist an der GStelle w !
ein Wendepunkt (Fig. 4). i »
Fig. 4 t
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